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RESUMO

Assumindo o conceito de varidvel como gerador do Calculo Diferencial e Integral, este
trabalho visa apresentar alguns indicios histéricos do conceito de varidvel na matematica
grega. Trata-se de uma pesquisa de abordagem qualitativa, adotando a pesquisa
bibliografica como procedimento metodolégico. Para esta investigacdo, tem-se como
referencial tedrico Boyer (1959), Kline (1992), Baron e Bos (1985), Caraga (1998) e Katz
(2010), os quais possibilitaram responder a seguinte questao: em que a matematica grega
contribuiu com o desenvolvimento conceitual de varidvel? Durante o estudo foi possivel
constatar que o problema da incomensurabilidade, 0 método da exaustdo de Eudoxo, a
ndo aceitacdo de grandezas infinitamente pequenas, entre outros fatores, deram origem a
diversas inquietagbes matematicas, entre as quais: o discreto e o continuo, o finito e o
infinito, o repouso e o movimento, cendrio que motivou o problema da variabilidade, que
por sua vez proporcionou essencialmente a construgdo do Calculo Diferencial e Integral.
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1 INTRODUCAO

Algumas concepc0Oes limitadas da matematica grega nao permitiram que
houvessem avancos de modo a torna-los os inventores do Calculo. No entanto,
foram importantes nesse processo, pois, na “tentativa de expressar suas ideias
intuitivas sobre as razbes ou proporcionalidades de linhas, que reconheciam
vagamente como continuas, em termos de niumeros, que consideravam discretos”
(BOYER, 1959, p. 4, traducdo nossa), deram origem as ideias fundamentais do

Calculo Diferencial e Integral.
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Assumindo a postura tedrica do conceito de variavel (variabilidade) como
gerador do Calculo Diferencial e Integral, pergunta-se: em que a matemética grega
contribuiu com o desenvolvimento conceitual de varidvel? Nesse sentido, busca-se
apresentar alguns indicios histéricos do conceito de variavel na matematica grega.

Por meio deste estudo, percebeu-se que algumas situacbes como o
problema da incomensurabilidade, a teoria das propor¢des, 0 método da exaustao,
negacgdao a ideia de movimento e continuo, “teoria” dos infinitesimais, a quadratura
da parabola, entre outros, desencadearam uma série de inquietacdes das quais
produziram as ideias do Célculo.

A partir dessas e outras situacoes, e da aceitacéo do infinito e de processos
dindmicos (movimento), que as primeiras no¢bes de variavel no sentido de
variabilidade surgem, paralelamente ao desenvolvimento conceitual de funcéo,
conceitos essenciais ao desenvolvimento do Calculo.

Pretende-se, aqui, trazer uma discussdo maior em torno do problema da
incomensurabilidade, da teoria das propor¢cdes e do método de exaustdo como
indicios histéricos da matematica grega que contribuiram com o problema da
variabilidade e, consequentemente com o conceito de variavel, que deram origem
aos problemas construtores do Calculo.

Para tanto, esta pesquisa possui abordagem qualitativa, de procedimento
bibliografico, e encontra-se estruturada da seguinte forma: inicialmente trata da
problematica do conceito de variavel enquanto gerador do Célculo, apdés a
metodologia, tem-se alguns indicios do conceito de variavel na matematica grega
e, posteriormente, traz alguns reflexos nas matematicas pés-gregos. Culminamos

com algumas reflexdes finais e as referéncias utilizadas.

2 O CONCEITO DE VARIAVEL COMO GERADOR DO CALCULO

Historicamente, o conceito de variavel esta estreitamente relacionado com o
desenvolvimento conceitual de fungéo e a necessidade de representar quantidades
variaveis. Em grande parte das funcdes tratadas no Célculo, a variavel ira descrever

uma taxa de mudanca entre as quantidades relacionadas, de forma que a variagcao
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de uma quantidade implica na variacdo da outra quantidade, dando a ideia de
movimento (transformac&o).

Os conceitos de limite, derivada e integral de uma funcdo constituem-se
como centrais no Calculo, e costumam ser abordados nesta ordem nos cursos de
Ensino Superior. Historicamente a formalizac&o conceitual de limite ocorreu apenas
no final do século XIX, quando se trabalhavam os processos de derivagdo e
integracdo, estabelecidos no século XVII. No entanto, por meio da sistematizacéo
do limite, tanto o Célculo Diferencial quanto o Calculo Integral passaram a ser
caracterizados em termos deste conceito.

Agora, em que se constitui a ideia de limite? Limite € um nimero e, do ponto
de vista da histéria, surge por meio da construcéo légica dos nimeros reais e da
continuidade da reta real, 0os quais se tornam a estrutura basica de todo o Calculo
e, nesse contexto, esta o ato de medir. Segundo Caraca (1998, p. 30) ha “no
problema da medida, trés fases e trés aspectos distintos - escolha da unidade;
comparacao com a unidade; expresséo do resultado dessa comparagao por um
numero”, e do ato de medir, usando comparacdo entre grandezas de mesma
natureza, surgem os chamados numeros racionais e irracionais, 0s quais
constituem o campo dos numeros reais e surgem, também, por intermédio da
passagem ao limite, ideia essencialmente dinamica de continuidade e que evoca o
infinito/infinitésimo.

Em Caraca (1998, p. 207) a definicdo de infinitésimo € posta da seguinte
forma:

Da-se o nome de infinitésimo a toda a variavel representativa de
um conjunto de pontos pertencentes a vizinhanca da origem
guando nessa variavel considerarmos sucessivamente valores
X1, X3, . Xy, ... tAIS QUE |x,| < & para todos os valores den >n, e
todoo 6 > 0.

Pela defini¢do, o infinitésimo possui um caréater de variavel e ndo de numero.
Assim, sendo x um infinitésimo definido por uma sucessao numérica, este tende a
zero para valores na sua vizinhancga, tdo préximos de x quanto se queira. E por
vizinhanga Caraca (1998, p. 207) enfatiza que “uma vizinhanca n&o € um segmento,
mas sim uma variavel cujo dominio € constituido por uma infinidade de segmentos

onde ha sempre segmentos de amplitude inferior a qualquer niamero positivo”, ou
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seja, sendo x um infinitésimo existe em sua vizinhancga (variavel) uma infinidade de
pontos que distam de x sempre uma quantidade inferior ao nimero positivo § (a
partir do qual a vizinhancga se forma).

Dessa forma, para cada ponto da reta real existem infinitas vizinhancas
(intervalos) contendo uma infinidade de pontos no seu interior, implicando na
continuidade da reta, resultado de “variacédo por gradacdes insensiveis” (CARACA,
1998, p. 55), 0 que sugere pequenos movimentos continuos. Esse cenario de
continuidade da reta oferece condi¢cbes de analisar o comportamento das curvas
no contorno (vizinhanca) de um determinado ponto, apoiado em propriedades de
limite, ou seja, pode-se compreender o comportamento (regularidade) de funcbes
considerando pequenas variagdes no contorno de um ponto da reta real.

Diante desse contexto, a continuidade de uma curva obtida pela variacao
(movimento) das quantidades relacionadas segundo uma lei (funcéo), deve-se ao
comportamento que essa curva assume mediante variagdes continuas das
variaveis interdependentes. Diante disso, e do que foi exposto anteriormente,
percebe-se que o problema da variabilidade, quer seja pela variagao instantanea
(medida instantanea) que dé origem a derivada ou pela variagdo de comprimentos,
areas e volumes em figuras curvilineas (medidas geométricas) que promove a
integracdo, € o que motivou essencialmente a constru¢do do Calculo Diferencial e

Integral.

3 APORTES METODOLOGICOS

Esta pesquisa configura-se como abordagem qualitativa. Segundo Minayo
(2002, p. 22) a pesquisa qualitativa

[...] trabalha com o universo de significados, motivos, aspiracoes,
crengas, valores e atitudes, o que corresponde a um espaco mais
profundo das relagfes, dos processos e dos fenbmenos que nédo
podem ser reduzidos a operacionalizacao de variaveis

e que segundo D’Ambrosio (2004, p. 12) “tem como foco entender e interpretar
dados e discursos”, que neste caso refere-se a utilizacdo da Historia da Matematica

para interpretar ideias matematicas gregas.
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Quanto ao procedimento, caracteriza-se como pesquisa bibliogréfica,
fundamentada teoricamente nos trabalhos de Boyer (1959), Kline (1992), Baron e
Bos (1985), Caraca (1998) e Katz (2010), os quais tratam de conceitos matematicos
na perspectiva da Historia da Matematica. Conforme Gil (2002, p. 45) esta pesquisa
torna-se “particularmente importante quando o problema de pesquisa requer dados
muito dispersos pelo espaco. [...] Em muitas situa¢fes, ndo ha outra maneira de
conhecer os fatos passados se ndo com base em dados bibliograficos”, a partir de
literaturas existentes, como no caso da presente pesquisa.

Nesse sentido, adota-se um cenario de analise histérica a fim de apresentar
uma visdo embrionaria do conceito de variavel presente na matematica grega, a

partir do qual motivou, também, o desenvolvimento do Célculo.

4 INDICIOS DO CONCEITO DE VARIAVEL NA MATEMATICA GREGA

N&o € novidade que a matematica grega contribuiu com o desenvolvimento
da matematica, inclusive com o desenvolvimento do Calculo. Um exemplo disso, é
o problema da incomensurabilidade, o qual s6 pdde ser elucidado posteriormente
com estudos envolvendo “problemas do infinito e do movimento”, conceitos
importantes para constituicdo da “estrutura da reta” (CARACA, 1998, p. 77).

Os pitagoricos acreditavam que todas as coisas poderiam ser explicadas por
meio de grandezas inteiras (elementos finitos e inteiros) ou em termos de suas
propriedades e razdes, e sendo essas grandezas de mesma natureza entdo eram
comensuraveis. Além disso, a razdo (ndo possui o sentido de fracdo) entre suas
medidas (inteiras) poderia ser expressa por meio de um “racional” (nomenclatura
moderna), em gque essas grandezas eram comparaveis (BARON, BOS, 1985;
KATZ, 2010; KLINE, 1992).

Assim, para realizar a comparacao entre duas grandezas 4 e B, buscava-se
uma terceira grandeza (menor) ¢ como medida comum entre 4 e B, de forma que
cada uma das grandezas A e B fosse representada por uma quantidade inteira de
vezes em relagdo a medida C. Por exemplo, seja ¢ a medida comum entre dois

segmentos AB e DE e sejam m e n quantidades inteiras. Dizer que AB = m(C €
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DE = nC, significa que a medida C “cabe” m vezes em AB e “cabe” n vezes em DE
e, além disso, AB:DE = m:n (razdo comensuravel), ou seja, AB e DE sdo

grandezas comensuraveis, conforme exemplificado na figura 1.

Figura 1: Exemplo de grandeza comensuravel

AB  5C 5

DE 1C T
Fonte: Elaborado pelos autores

No entanto, essa teoria pitagorica entra em crise quando percebe-se que
nem todas as coisas poderiam ser reduzidas a grandezas inteiras e suas razfes
(KLINE, 1992), ou seja, trata-se da existéncia de grandezas incomensuraveis (ndo
existéncia de medida comum). O retrato dessa incomensurabilidade surge, a
principio, do fato de que a diagonal e o lado de um quadrado sdo medidas
incomensuraveis, ou seja, sendo D e L as medidas da diagonal e do lado do
quadrado, respectivamente, ndo existem duas quantidades inteiras positivas m e n
como multiplas de uma unidade comum ¢, resultando que D: L # m:n.

A demonstracéo dada por Aristételes (384-322 a.C.) trata-se de um caso de
reducdo ao absurdo, isto €, supBe-se a principio que a comensurabilidade esteja
satisfeita e deve-se chegar a uma contradicdo, que, neste caso, equivale afirmar
que a mesma medida pode ser par e impar (BARON, BOS, 1985; CARACA, 1998;
KATZ, 2010; KLINE, 1992). Uma possivel demonstragcdo pode ser feita

considerando a situacao ilustrada na figura 2.

Figura 2: Diagonal do quadrado ABCD.
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Teorema de Pitagoras

AC° = AB* + BC®

B A
Fonte: Elaborado pelos autores

Como AB = BC, do teorema de Pitagoras resulta que AC? = 24B?, logo
AC?: AB? = 2. Suponha que as medidas AC e AB sejam comensuraveis, ou seja,
existem medidas inteiras m e n tais que AC: AB = m: n, sendo m:n irredutivel. Da
igualdade anterior, segue que m?: n? = 2, ou seja, m? = 2n%. Como m? é par, entdo
m € par, e neste caso, n deve ser impar, dada a irredutibilidade de m:n. Por outro
lado, sendo m par, entdo m = 2k (k metade de m). Resulta disso que 4k? = 2n?,
ou seja, n? = 2k?. Logo, se n? é par entdo n é par. Portanto, n € impar e par
simultaneamente. Desta forma, AC:AB#m:n , O que implica a néo
comensurabilidade das medidas (BARON, BOS, 1985; CARACA, 1998; KLINE,
1992), e sugere a insuficiéncia dos nimeros inteiros para representar tais medidas.
O primeiro caso dessa incomensurabilidade teria surgido a partir de um quadrado

de lado unitario, resultando na diagonal com medida /7.

Foi Eudoxo (408-355 a.C.), com a teoria das proporc¢des, o responsavel por
lidar, até em entdo, com a questdo da incomensurabilidade, que de alguma forma
“danificou” a teoria estatica da matematica grega por meio da “rivalidade” entre o
discreto (niUmeros inteiros) e o continuo (angulo, comprimento, area, volume, etc.).

Segundo Kline (1992) a ideia de grandezas (magnitudes) continuas era a de
entidades (quantidades) “que podiam variar, por assim dizer, de maneira continua.
As magnitudes se opunham a nimeros que saltavam de um valor para outro, como
quatro a cinco, enquanto as magnitudes nao recebiam nenhum valor quantitativo”
(p.79, traducéo nossa), e com isso resolveriam o problema da incomensurabilidade,
fundamentada pela geometria.

E foi evitando atribuir valores numeéricos as grandezas (em quantidade finita)

que Eudoxo desenvolveu relacdes (igualdade) de propor¢cao entre grandezas de



o XV SNHM

Seminario Nacional de Historia da Matematica
SVHM Abril de 2023 SBHMat
| ot Tt o oo b /ol Maceié _ AL SOCIEDADE BRASILEIRA DE HISTORIA DA MATEMATICA

mesma natureza (raz0es comensuraveis e incomensuraveis), sem expressar
numericamente essa relacdo. Assim, usando uma linguagem moderna, dizer que
a:b = c: d significa que existem inteiros quaisquer m e n tais que umas das
condicbes poderia ser verificada: (1) ma < nb implica mc <nd; (2) ma >nb
implica mc > nd; (3) ma = nb implica mc = nd, ideia que viria a ser utilizada para a
construcdo dos numeros reais por Dedekind (1831-1916) com seu método de corte.

Outro resultado desenvolvido por Eudoxo € o que viria a ser denominado de
método da exaustdo (método de Eudoxo), que juntamente com a teoria das
proporcdes seria fonte de inspiragcdo para outras construcfes matematicas,
inclusive para o desenvolvimento do Calculo (século XVII). Conforme Baron e Bos
(1985, p. 28) este método segue enunciado (conforme os Elementos de Euclides)

da seguinte forma:

Considerando duas grandezas distintas, se subtrairmos da maior
uma outra maior do que sua metade, e desta uma outra maior do
gue sua metade e assim por diante, obteremos finalmente alguma
grandeza que serd menor do que a menor grandeza considerada
(Euclides, X, 1).

Geometricamente, pode-se visualizar esse principio conforme figura 3, esse
procedimento ndo se aplica apenas a segmentos de reta, mas também nas razdes

entre areas e volumes de figuras curvilineas.

Figura 3: Método da exaustao para segmento de reta

A B
C D
| ° |
I - 1
E F
| ° |
| @ 1
G H
I J -

I1J < AB

Fonte: Elaborado pelos autores

No entanto, independente da grandeza considerada, 0os gregos a utilizavam

como reducdes (divisbes) continuas finitas. Conforme Baron e Bos (1985, p. 25)
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“toda a teoria de numero dos gregos € incorporada na estrutura geométrica e todos
0S conceitos impossiveis de serem expressos nesses termos séo logo eliminados,
mas nunca se invoca o infinito”.

Ainda nesse cenario, segundo Arquimedes (287-212 a.C) (apud Baron e
Bos, 1985, p. 25) “se adicionarmos continuamente a uma quantidade finita,
excederemos qualquer grandeza dada e, do mesmo modo, se subtrairmos
continuamente dela chegaremos a alguma coisa menor do que ela”. Embora os
gregos nao admitissem grandezas infinitamente pequenas ou infinitamente
grandes, surge nesse contexto umas das primeiras ideias de limite e de
continuidade (KLINE, 1992), fundamentais para o desenvolvimento do Célculo.
Segundo Boyer (1959, p. 29, traducdo nossa) “a matematica grega ndo incluia
nenhum conceito geral de nimero e, consequentemente, nenhuma nocao de uma
variavel continua algébrica sobre a qual tais teorias poderiam logicamente ter sido
baseadas”.

Assim, apesar da ideia embrionaria do conceito de variavel na matematica
grega, € pela aceitacdo do infinito e de processos dinamicos (movimento), no
contexto da continuidade, que as primeiras nocbes de variavel no sentido de

variabilidade surgem e, consequentemente, a funcao.

5 INTERPRETACOES E REFLEXOS NAS MATEMATICAS POS-GREGOS

O problema da incomensurabilidade, que contribuiu tanto com o surgimento
da teoria das proporcdes e o método da exaustdo de Eudoxo quanto para diversas
outras construcbes matematicas, ndo foi o Unico fato da matematica grega a
favorecer o desenvolvimento do Calculo. Outros mateméaticos gregos como Zeno
(século V a.C) e seus paradoxos que indicam negacdo a ideia de movimento e
continuo, Demacrito (460-370 a.C) com sua teoria dos infinitesimais, Arquimedes
(287-212 a.C) e a quadratura da parabola, entre outros, também produziram as
ideias iniciais do Célculo.

A “rivalidade” entre o discreto e o continuo, o finito e o infinito, o repouso e

0 movimento, a separacdo entre niumero e geometria e a axiomatizagdo da



XV SNHM

Seminario Nacional de Historia da Matematica
Abril de 2023 SBHMat
Maceié _ AL SOCIEDADE BRASILEIRA DE HISTORIA DA MATEMATICA

matematica grega no livro Os Elementos de Euclides, impactou ndo s6 a
mateméatica grega mas a matematica pés-grega em diferentes povos (KATZ, 2010;
KLINE, 1992,), e novos conceitos foram incorporados. Segundo Kline (1992) a
civilizagdo hindu (india) teria sido a primeira a receber influéncia da matematica
grega, que juntamente com a civilizacdo arabe, contribuiram significativamente
para o desenvolvimento da Algebra, com énfase na resolucdo de equagdes,
contexto em que a ideia de variavel aparece relacionada com a determinacao de
um nuamero desconhecido.

A ideia de variavel associada a movimento, na Europa medieval, esta
fortemente relacionada a trabalhos de Nicole Oresme (1320-1382), influenciado por
obras gregas, com o que ele denomina de “variaveis em intensidade” (BARON;
BOS, 1985, p. 59), onde “os conceitos de movimento foram efetivamente
relacionados em bases intuitivas com a ordenada, a abscissa, o gradiente de curva
(ou reta) e o espaco que os contém” (ibid., p. 60), em que abscissa e ordenada,
usando nomenclatura moderna, eram denominadas longitude e latitude,
respectivamente, aplicadas as leis fisicas e associadas com figuras geométricas a
fim de representar taxa de mudanca, de forma que “a area total representava a
variagdo em questao; ndo houve referéncia a valores numéricos” (KLINE, 1992, p.
284, traducdo nossa), e por essa representacao teria contribuido também com o
desenvolvimento do conceito de funcéo.

Com o desenvolvimento do simbolismo, essas representacdes geométricas
ganham um tratamento também algébrico, com contribui¢cdes principalmente de
Descartes (1596-1650) e Fermat (1601-1665), século XVII, e o estudo da relacao
entre equacdes e curvas e da interdependéncia entre as variaveis nessa relacao.
Com Fermat e seus estudos sobre lugares geométricos, tem-se a motivacéo para
o estudo de variacéo infinitesimal (quantidade infinitesimal), definido no século XIX
em termos de limite. Posteriormente, ainda no século XVII, essas e outras ideias
matematicas foram utilizadas por Newton (1642-1727) e Leibniz (1646-1716) para
a “invengao” do Célculo Diferencial e Integral, cenério em que a variavel possui

sentido dinamico (movimento).
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6 REFLEXOES FINAIS

Obviamente ndo se espera esgotar neste artigo todas as ideias matematicas
gue contribuiram como o desenvolvimento conceitual de variavel, tdo pouco com
desdobramento do Célculo. Contudo, espera-se oferecer ao leitor alguns indicios
histéricos do conceito de variavel presentes na mateméatica grega, que acabaram
por influenciar o desdobramento do Célculo. Para tanto, desenvolveu-se uma
pesquisa de abordagem qualitativa, de procedimento bibliografico, por meio de
analise histérica.

Situagdes como o problema da incomensurabilidade, a teoria das
propor¢cdes, o método da exaustdo, negagdo a ideia de movimento e continuo,
“teoria” dos infinitesimais, a quadratura da parabola, entre outros, desencadearam
uma série de inquietacdes das quais produziram as ideias do Calculo.

O problema da incomensurabilidade gerou polémica na matematica grega,
visto que até entdo tudo poderia ser representado por quantidades inteiras. A
existéncia de uma grandeza nédo inteira, que deu origem aos numeros irracionais,
contribuiu com o problema entre o discreto (nUmeros inteiros) e o continuo (angulo,
comprimento, area, volume, etc.), resolvido, em partes, pela teoria das propor¢des
de Eudoxo, em que evitou atribuir valores numéricos as grandezas.

Por outro lado, o método da exaustdo de Eudoxo traz as ideias iniciais de
limite, pois trata de reducbes (divisdes) continuas de grandezas, mas que nao
invoca o infinito, e dessa forma contribuiu com o problema do finito e o infinito. Este
método € tratado posteriormente por Arquimedes e posto na obra Os Elementos de
Euclides, contribuindo, posteriormente, para a concepcao de infinitesimal.

Além disso, 0s gregos se eximiram de trabalhar como o problema da
variabilidade, o qual deu origem ao estudo de movimentos (leis fisicas), modelados
segundo uma relacdo entre quantidades variaveis, a partir de representacdes
geomeétricas, ou seja, percebe-se nesse contexto o problema entre o repouso e o
movimento.

Em linhas gerais, o desconforto grego mediante as ideias de discreto e

continuo, do finito e do infinito, do repouso e do movimento, além da ideia de
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infinitesimal, motivou o problema da variabilidade, que por sua vez proporcionou
essencialmente a construcdo do Calculo Diferencial e Integral, seja pela variagdo
instantdnea (medida instantanea), que da origem a derivada, ou pela variacao de

grandezas (comprimentos, areas, volumes, etc.) que resulta na integracao.
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