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As permutacdes cadticas respondem:

gual a probabilidade do sorteio do amigo oculto dar certo?

Emerson Gordiano de Almeida?

Regivaldo da Silva Santos?

RESUMO

O problema aqui proposto sobre o sorteio da brincadeira do amigo oculto é na verdade
a roupagem moderna para um problema desafiador do século XVIII: o problema das
cartas mal enderecadas cuja resolucdo envolveu matematicos prolificos como Euler e
Bernoulli. Neste trabalho, trazemos uma breve biografia destes matematicos e na
sequéncia, em linguagem moderna, elucidamos a estratégia de resolucao de Euler por
meio de ferramentas da analise combinatéria, o resultado final sobre a probabilidade de
se obter sucesso no sorteio do amigo oculto exibe uma peculiar relagdo com o irracional
“e” e surge a partir da aplicagcdo do numero encontrado por Euler na definicdo de
probabilidade de Laplace a partir do tratamento dado por meio de instrumentos do
Céalculo o que nos faz observar como problemas do passado podem conectar-se com
curiosidades atuais e motivar descobertas e resultados na Matematica.

Palavras-chave: Historia da Matematica. Permutacdes Caoticas. Euler. Bernoulli

1. INTRODUCAO

A troca de presentes ja € uma tradicdo no Natal. Para tornar esse
momento ainda mais divertido, algumas familias e grupos de amigos realizam
um sorteio no qual cada participante tira 0 nome de outro a quem ira presentear,
€ o famoso amigo oculto. Claro que a brincadeira s6 da certo se cada participante
retirar um nome que nao o seu proéprio, entdo pergunta-se: qual a probabilidade
do amigo oculto dar certo, isto €, cada participante sortear 0 nome de um outro
participante?

No século XVIII o grandioso matematico Euler (1707 — 1783) debrugou-
se sobre o seguinte enigma proposto por Nicolaus Bernouli (1687 — 1759): como
um carteiro pode enderecar n cartas em n envelopes de modo que todos os

destinatarios estejam incorretos?

1 emersongordiano@gmail.com
2 santos.r.s@outlook.com
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A resolucao deste que ficou conhecido como o problema das cartas mal
enderecadas, consiste em reordenar as n cartas em n posi¢des distintas da
original. O diagrama a seguir demonstra de maneira simples como Euler atacou
o0 problema, inicialmente a partir de um estudo de casos particulares
(caso n = 4).

Figura 1: llustrag&o: problema das cartas mal enderecadas
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Fonte: os autores (2022)

Podemos nos referir a estas permutacées onde nenhum elemento esta
em sua posic¢ao original na ordem previamente estabelecida como desarranjo ou
permutagéo caodtica, vamos denotar o numero de possibilidades de desarranjos
para n envelopes por p,,, facilmente vemos que p, = 0, ja que ndo ha mais que
uma maneira de ordenar um Unico elemento, ndo ha como desarranjar. Para o

caso n = 2, temos uma unica possibilidade para desarranja-los (um ocupa a
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posicdo do outro), assim p, = 1. Percebemos que p; = 2: €,€;C, ou C;C,C;.
No diagrama acima podemos ver que p, = 9, continuar com a enumeragao nao
€ pratico, o que nos motiva a buscar um raciocinio para o caso geral.

Nesse sentido, Euler procedeu de uma forma bastante engenhosa e
interessante para encontrar a solu¢ao do problema das cartas mal enderecadas
0 que equivalentemente seria a formula para calcular a quantidade de

desarranjos para um numero n elementos.

2. BIOGRAFIA DOS PROTAGONISTAS

Antes de nos aprofundarmos na resolucdo do problema descrito na
secao anterior, vamos apresentar uma curta biografia dos matematicos que se
envolveram com no desenvolvimento deste.

Nicolaus Bernoulli | pertenceu a destacada familia de matematicos
suicos, os Bernoulli, sendo sobrinho de Jacob (1655 — 1705) e Johann Bernoulli
(1667-1748), embora atestado como um matematico de pouca producdo sua
genialidade é bastante reconhecida a ponto de suceder a catedra de Galileo na
Universidade de Padua em 1716, posteriormente recebeu céatedras na
Universidade de Basileia na Suica, sua terra natal, sendo reitor dessa
Universidade por quatro periodos. Além disso conta com honrarias como
membro da Academia de Berlim (1713), da Royal Society de Londres (1714) e
da Academia de Bologna (1724).

Figura 2 — Nicolaus Bernoulli |
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Fonte: pagina do mathhistory?

Desde cedo, os tios de Bernoulli o iniciaram nos estudos da matematica,
Jacob Bernoulli foi seu orientador de Mestrado na Universidade de Basileia, titulo
obtido em 1704. Cinco anos depois receberia o titulo de doutor com uma tese
gue estudava aplicacfes da teoria das probabilidades em questdes legais.

As maiores contribuicdes de Bernoulli | estdo espalhadas em sua vasta
correspondéncia (mais de 560 textos) com matematicos de renome como
Montmort (1710-1712), Leibniz (1646-1716) e Euler (1707-1783), este ultimo a
guem prop0s o problema das cartas mal enderecadas.

Leonhard Euler foi um matematico suico de grande producdo nas areas
de geometria analitica, trigopnometria, calculo, teoria dos niumeros e fisica, sendo
considerado o mateméatico mais prolifico da histéria. O pai de Euler estudou
teologia na Universidade de Basileia onde frequentava as aulas de Jacob
Bernoulli com quem adquiriu suficiente conhecimento de matematica elementar
para educar e despertar o talento de seu filho, Leonhard.

Paul Euler, pai de Leonhard pretendia para seu filho o mesmo caminho
gue o seu dentro do ministério protestante, mas Euler que se tornara autodidata,
ingressou na Universidade de Basileia em 1720 com 14 anos para obter uma
educacdo geral completa e posteriormente se especializar. Logo Johann
Bernoulli descobriu o talento de Euler para mateméatica. Em 1723 Euler torna-se
Mestre em filosofia, comecando a estudar Teologia no mesmo ano, seguindo o
desejo de seu pai, gracas a persuasao e amizade de Johann Bernoulli, Leonhard
Euler péde finalmente se dedicar por completo a matemética.

Em 1726, Euler completou seus estudos na Universidade de Basileia,
mesmo ano em que inicia publicagcdes de seus trabalhos. Em 1727, Euler teria a
oportunidade de substituir Nicolaus Bernoulli 1l (1695 — 1726) que havia morrido
em St. Petesburgo, cargo que de fato ocupou a partir de 1727, onde teve a
oportunidade de conviver com outros grandes cientistas da época, inclusive
Daniel Bernoulli (1700 — 1782), detentor da catedra mais antiga de matematica

da Universidade. Quando Daniel Bernoulli retornou a Basileia em 1733, indicou

3 Disponivel em: <https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Bernoulli Nicolaus(l)> Acesso: 10/02/2023
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Euler para substitui-lo. Com maiores ganhos financeiros apds esse cargo, Euler
pode se casar com uma mulher de familia suica como ele e com qual teve 13
filhos dos quais apenas cinco sobreviveram a infancia. Euler dizia que algumas
de suas maiores descobertas matematicas se deram enquanto embalava um de

seus filhos nos bracos, enquanto outros brincavam em torno de seus pés.

Figura 3 — Leonhard Euler

Fonte: pagina do mathhistory4

ApOs publicar muitos artigos, Euler publicou seu livio Mechanica
(1736-37) onde pela primeira vez se tratou da dindmica Newtoniana a partir da
analise matematica. Os problemas de saude de Euler comecaram em 1735
guando ele quase morreu apés uma febre. Em 1740 ja indicava ter perdido parte
da visdo, coisa que atribuia a seus trabalhos com cartografia, contudo tinha
também uma grande reputacdo, fazendo com que o imperador Frederico, o
grande o convidasse para integrar a nova Academia de Ciéncias de Berlim,
planejada para suceder a antiga Sociedade de ciéncias. Euler viveu em Berlim
por 25 anos e nesse periodo escreveu cerca de 380 artigos, livros de célculo,
fisica, analise e o popular Cartas para uma princesa alema (1768-72). Em 1759,
Euler tornou-se o lider da Academia de Berlim e permaneceu até 1766 quando
retornou para Sao Petesburgo.

Um terrivel incéndio em 1771 destruiu sua casa, desta tragédia s6 pbéde

salvar sua propria vida e seus trabalhos. Neste ponto j4 estava total e

4 Disponivel em https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Euler/ Acesso: 10/02/2023
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irreversivelmente cego e apenas sua inigualavel memodria e a ajuda de seus
filhos e outros membros da Academia permitiu que continuasse com seus
trabalhos.

Euler morreu em decorréncia de uma hemorragia cerebral em 1783, mas
trabalhos inéditos seus continuaram sendo publicados por mais 50 anos
aproximadamente. Euler é considerado um grande “resolvedor” de problemas
matematicos, alguns desses problemas abriram novos campos de pesquisa, em
particular, acredita-se que Euler tenha se interessado pelo problema das cartas

mal enderecadas por se tratar de uma questéo curiosa e desafiadora.

2. ENCONTRANDO O NUMERO DE PERMUTACOES CAOTICAS PARA AS
“N” CARTAS

Vamos reproduzir o raciocinio de Euler na resolugdo do problema das
cartas mal enderecadas para obter uma férmula conveniente para o calculo do
numero de desarranjos de n elementos.

Se temos n elementos para ordenar de modo que nenhum ocupe sua
posicéo sequencial original, temos n — 1 possibilidades para escolher o primeiro
elemento. Dai convém dividir o problema em duas situacdes.

1°) Supondo que o primeiro elemento original ocupe agora a mesma
posicdo que o elemento escolhido para o iniciar o desarranjo, ou seja, aconteca
uma troca de posicdes entre eles, resta-nos n — 2 elementos para distribuir nas
demais posic¢odes, isso €, reduzimos o problema original a n — 2 elementos. Pelo
principio multiplicativo, o nimero de casos referentes a essa situagdo é
(n - 1)Dn—2'

2°) Escolhido um elemento qualquer para ocupar a primeira posicao e o
primeiro elemento original caird em qualquer outra posicdo que ndo a do
elemento escolhido para o principio desse desarranjo. Desta forma temos que
distribuir n — 1 em posicdes diferentes da original. Utilizando novamente o
principio multiplicativo, concluimos que o numero de casos referentes a esta

situagcdo € (n — 1)D,,_;.
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E facil ver que as duas situacdes séo disjuntas e cobrem todos os casos
possiveis, assim:
D,=m-1)Dy_,+(n—-1)D,_,4
D,=mn-1)D,_,+D,_4).
O que obtemos acima é uma igualdade recursiva e se pretendemos obter
uma solucdo para um valor especifico de n, ficamos obrigados a conhecer a
guantidade de desarranjos para o0s dois numeros antecessores. Seria
conveniente, portanto, reduzir a ordem da recorréncia.
Utilizando o resultado obtido vemos que
D; =2(D, + D,) > D3 =2D, +2D; &
D;=-D,+3D,+2D, &
D; — 3D, = —(D, — 2D,).
Generalizando para n > 4
D, —4D; = —(D; — 3D,)
Ds; - 5D, =—(D, —4D3)

D,—-nD, =-(D,_1—(Mm—-1)D,_,).
Multiplicando membro a membro as n — 2 equagdes para n > 3, temos:
(D3 —3D,)(D, — 4D3)(D4 — 4D3) ...(D, — nD,,_1)
= (-1)"2(Dy —2D,)(D3 — 3D;)(D4 — 4D3) ...(D,,_; — (n — 1)D,,_5).

Cancelando os termos que aparecem em ambos os lados da igualdade,
temos:

D,-nD, ,=(-1)"=>D,=D, ;+(-1)",vn > 3.

Observe gue esta férmula é mais pratica que a anterior, ja que podemos
resolver o problema especifico para um numero n, desde que saibamos qual o
namero de desarranjos para n — 1, mas Euler ndo parou por ai.

Utilizando a formula obtida para calcular p;, D,, D5, Dy:
D;=3D,-1=3-1-1=2
D,=4D;+1=43D,-1)+1=4-3-4+1
Ds=5D,—-1=5(4-3-44+41)-1=5-4-3-5-44+5-1
Dg=6D5+1=6-(5-4-3-5-4+5-1)+1
=6:-5-5-3-6:5-5+6-5-6+1
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Euler observou que:
1 1
2! 3!
D_4'(1 1 1)
SRR VTR TR
D_5(1 1 1 1)
R U TR TR TR
D_(1 1 1 1 1)
TR TR TR TR

E isso o levou a conjecturar se ndo seria
1 1 1 1 (—-1)"
=n! 4.
D n'<2! 31w 5T T ),Vnzz.
Comprovaremos tal conjectura por meio do principio de inducao

matemética. Vejamos que

1
2!
Suponhamos entdo que a igualdade € verdadeira para o0 numero

n — 1,assim temos:

1 1 (-1
D,  =mMn-1) <2—!—3—!+ +m>

Multiplicando a igualdade por n:
B 1 1 (_1)11—1
nD, ; =n(n-1)! (Z ~3 + -+ m)
Por hipétese temos que p, —nD,_; = (-1)* = D,, — (-1)" = nD,,_;.

Fazendo a substituicdo na igualdade anterior chegamos a:

n 1 (_1)11—1
D,—(-1) —n(n—l)!<2—!—3—!+“'+m>

1 (_1)n—1 n
D, =n!<2—!—3—!+"'+m>+(—1)

(_1)n—1 n! N
D, =n! <2—!—3—!+ +m> +;!(—1)

_ (11 G VN G Vi
D"_n!<2_!_3_!+'"+(n—1)!Jr n! )
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Esta ultima férmula, ao ndo envolver uma recursao, é bastante vantajosa
em relacdo as demais no sentido de que podemos finalmente responder o
problema para um numero n qualguer sem precisar conhecer o namero de

desarranjos para quantidades que antecedem n,

CONCLUSAO E UMA CURIOSIDADE...

Dizemos que um experimento € deterministico quando ao ser repetido
sob condi¢cbes essencialmente semelhantes produz resultados idénticos.
Experimentos cujos resultados produzidos séo diferentes ainda que repetidos
sob as mesmas condicdes sdo chamados de fenbmenos aleatérios. Dentro de
um experimento aleatdrio, o conjunto de todos os resultados possiveis de um
experimento aleatorio é chamado de espago amostral e estes resultados podem

ser chamados de eventos elementares.

Laplace apresenta estes conceitos em seu “Ensaio filoséfico sobre as
probabilidades e define a probabilidade de um evento como a razdo entre o
namero de casos favoraveis ao acontecimento cuja probabilidade é buscada
para o numero total de casos possiveis. Em notacdo moderna, se designamos
por Q 0 espaco amostral e por S um conjunto formado por certos eventos de

interesse, as palavras de Laplace se traduzem pela fracado

Se pensarmos em um sorteio honesto na brincadeira do amigo oculto
com “n” participantes, temos um evento aleatorio tal que #Q = n! € #S = D,,, j&
gue pretendemos que todos 0s n participantes tirem quaisquer outros numeros
gue nédo o seu (assim como no problema das cartas, nenhuma carta deveria

entrar em seu proprio envelope). Neste problema temos #Q = n! € #S = D,,,
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utilizando a expressao encontrada ao fim da secdo 2 na definicdo de

probabilidade dada por Laplace chegamos em:

n .
D n! -1 1 1 1"
LR oG N N BN G
! 2! 3! n!

A tabela a seguir mostra aproximacgdes de resultados obtidos a partir

dessa formula, para alguns valores de n:

Tabela 1 — Probabilidade do sorteio do amigo secreto dar certo
1| 2 3 4 5 6 12 24
P, |0]05]0,333 | 0,37555 | 0,36667 | 0,36806 | 0,36787944 | 0,3678794412

Fonte: os autores (2022)

E curioso observar essa tabela, nos parece que a medida que n
aumenta, p, tende a se aproximar de 0,36787944. Esse numero, alvo de nossa

curiosidade, é nada menos que 1 e podemos provar que tal convergéncia de fato
e

se da. Em outras palavras, provaremos que n — o entéo p _, 1
n— -
e

Para fazer tal demonstracéo necessitamos utilizar alguns conhecimentos
sobre séries numéricas e sua convergéncia. Antes de mais nada, vamos provar

que p, € p nimero inteiro mais préximo de n!
e

De fato, sabendo que a expansao em séries de poténcia de e* é tal que:

Z- Tt
== + TR TR

Fazendo x = —1 em tal expansao, concluimos que

1 1 (-
—lto -t o +
Assim
n! 1 1 1 (-1 1 1 1 (-
_ | = | — — — —_ —_nl| — — — —
D e ‘n'<0! 1!_'_2!+ * n!> n'<0! 1!-'_2!+ * n!

o+ D+ 2
Aplicando a desigualdade triangular:

' (_1)n+1 (_1)n+2 ‘

10
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n| _1 n+1 _1 n+2
P o
e n+1)! (n+2)
Portanto,
D n! < 1 4 1 4 1 N
" el Tn+1l m+1)(n+2) (m+1)(n+2)(n+3)

Observando que o 2° membro da Ultima desigualdade € uma série

geomeétrica de razdo _1_ logo

n+1’
1 1 1 1 1
+ + +...=L1=__
n+l1l m+1)(n+2) (m+1)(n+2)(n+3) 1_# n
n+1
Disso concluimos que
D n! <1
" el T

Se n > 2 entio lgi, desta forma comprovamos que p, €
n

necessariamente um inteiro cuja distancia a ! € menor que 1, para todo n > 2.
e 2

Usando agora esta afirmacéo, observamos que:

n!<1 1<D n!<1
—_— —_— — — —_—— J—
"oelT 2 2" e T2

n! 1<D <n!_l_l
e 27 """ e 2

2n!—e D, 2nl+e
< <

2en! — n!  2en!
Aplicando o Teorema do Confronto

2n! —e . D, . 2nl+e
lim < lim— < lim
n-o 2en! nso n!  noo 2en!

1 1
—<limP,<—
e e

n—-oo

De modo que resta-nos concluir

1
lim P, = ;

n—-»oo

Este resultado é sumamente interessante, mormente quando nosso
ponto de partida se deu em um problema de contagem, donde usualmente sé&o

0S numeros inteiros que desempenham total protagonismo. Desta forma ilustra-

11
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se mais uma vez o potencial da relacdo entre a Matematica e sua Historia como
fonte de anovas abordagens de problemas interessantes que podem ser

revisitados e produzir (re)descobertas curiosas.
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