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RESUMO

A Geometria apresentada no Tratado de Poncelet de 1822 é o que alguns autores irdo
denominar de Analise Algébrica das figuras ou Analise Geométrica. Nosso objetivo é
apresentar como alguns gedmetras do inicio do séc. XIX desenvolveram os processos
dessa Geometria. A Andlise Algébrica e a Andlise Geométrica sédo, entre outras, duas
formas de abordagem de um problema em Geometria. No despertar do século XIX a
Geometria tinha como abordagem principal a Analise, denominada como Analise Algébrica.
Portanto, é de se suspeitar que a Andlise algébrica das figuras ndo tenha tido de imediato
um impacto no Ensino. Entretanto, a Analise algébrica das figuras, que esteve menos em
evidéncia apos o trabalho de Descartes até o fim do séc. XVIII, encontra, apds a Revolucao,
um certo vigor no ensino, em particular sob o impulso decisivo de Monge. No inicio do sec.
XIX surgem novos resultados tais como Transversais, Polo, Polar, Eixo radical, Ponto ideal,
Similitude, etc, resultados que serdo divulgados, principalmente, através de alguns
periédicos como Journal de [I'Ecole polytechnique, Correspondance sur I'école
Polytechnique, e os Annales de Mathématiques pures et appliquées, por alguns gebmetras
entre eles: Carnot, Monge, Servois, Brianchon, Poncelet, Gergonne, etc. Esses novos
resultados serdo denominados por Poncelet de Geometria Racional.

Palavras-chave: Analise Algébrica, Analise Geométrica, Geometria Racional, Geometria
Projetiva.

INTRODUCAO

O despertar do sec. XIX tem como abordagem principal em Geometria a
Andlise Algébrica. Alguns autores de obras, que possuem certo vinculo com a Ecole
Polytechnigue ou ex-alunos, ou professores, e, portanto, seguirem ou conviverem
com as licdes de Monge, constituem a chamada Escola de Monge. Gaspard Monge
(1746-1818) é a principal figura da educacdo na Franca pos Revolucéo, ele
participou na criacéo da Ecole polytechnique que tem seu inicio em 1794. Hachette

e Lagrange, dois professores da Ecole polytechnique, publicaram seus livros com
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objetivo claro de preparar candidatos a Ecole Polytechnique. Alias, os trabalhos
publicados neste primeiro terco do século XIX sobre a aplicacdo da &lgebra a
geometria destinam-se aos candidatos & Ecole polytechnique. A aplicacdo da
algebra a geometria para estabelecer as propriedades de curvas e superficies de
segunda ordem ¢é, desde o inicio do séc. XIX, uma parte bem identificada e
independente do ensino da matematica, destinada em particular aos candidatos a
Ecole polytechnique, que exigia tal conhecimento em seu exame de admissao.
Neste trabalho temos como objetivo apresentar como alguns gedmetras do
inicio do séc. XIX desenvolveram os processos da Geometria Algébrica das figuras,
ou seja, de uma Geometria Sintética contrapondo o que era pratica matematica da

€época, ou seja, a aplicacdo de uma Geometria Algébrica ou Geometria Analitica.

GEOMETRIA ANALITICA X GEOMETRIA SINTETICA
E importante diferenciar o que n6s entendemos, hoje em dia, por Geometria
Analitica e Geometria Sintética. A expressdo Geometria Analitica foi proposta por
Lacroix na introducédo ao seu Tratado sobre calculo diferencial e integral de 1797.
Segundo Lacroix:

Ao descartar cuidadosamente todas as constru¢cdes geométricas,
eu queria fazer o leitor sentir que existia uma maneira de considerar
a Geometria, que poderia ser chamada de Geometria Analitica, e
gque consistiria em deduzir as propriedades da extensdo do menor
numero possivel de principios, como Lagrange fez em sua
Mecéanica com relagéo as propriedades de equilibrio e movimento
(LACROIX, 1797, p. XXV, traducéo nossa)

Por oposicéo a esse método de abordagem temos a Geometria Sintética,
ou Analise Geométrica ou Analise Algébrica das figuras ou Geometria de
Construcéo. Essa Geometria que advém dos antigos foi de certa forma reavivada
com o0s gedbmetras do inicio do séc. XIX ao apresentarem uma série de
procedimentos e teorias que, mais tarde, ficou conhecida por Geometria Projetiva,
e tera no Tratado de Poncelet o que observa o historiador: “verdadeiro ponto de
partida para esta reconstrucéo do edificio geométrico que o séc. XIX alcancaria de
forma tdo notavel” (TATON, 1951, p. 2).

A Anédlise Algébrica €, nas publica¢des voltadas aos concursos das grandes

escolas, sobretudo & Ecole Polytechnique, a abordagem principal. Chamaremos,
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seguindo o exemplo de Poncelet e Chasles, “analise algébrica” qualquer
procedimento que consista em usar a algebra de equacdes em geometria.

Alguns autores irdo publicar sobre o assunto exclusivamente aos
candidatos. Um desses autores € Jean-Baptiste Biot, que em 1805 publicou Essai
de Géométrie Analytique. O autor escolhe o método das coordenadas opondo-se
ao método da analise algébrica das figuras. A importancia dessa escolha para ele
justifica o titulo inovador de Geometria Analitica que da ao seu trabalho.

Segundo Biot:

Por esta denominacao quero dizer a maneira de aplicar a algebra a
geometria, ndo por meio de construcdes particulares, que devem
ser variadas para todos os casos, mas empregando os métodos
gerais que MM. Lagrange e Monge foram os primeiros a dar a
conhecer nas suas obras; métodos ensinados desde entédo por M.
Monge na Ecole Polytechnique, e tdo felizmente introduzidos por
M. Lacroix em seus tratados; que € um dos servicos mais
importantes ja prestados a educacdo. (BIOT, 1813, prefacio,
traducdo nossa)

As obras que Biot (Biot,1813)* menciona sdo certamente a Aplicacdo da
Algebra & Geometria de Monge e a Mecanica Analitica de Lagrange. O trabalho de
Biot (Biot, 1813) comeca com a resolucdo de um problema sobre a divisdo de um
segmento em média e extrema razao. Este primeiro problema é resolvido pelo que
chamamos de analise algébrica de figuras, a fim de dar ao leitor um primeiro
vislumbre do que é a aplicacdo da algebra a geometria.

Suponha que tenhamos x2 — 2ax = p2. Resolvendo esta equacdo em

relacdo ao x, encontramos: x —q 4+ Va2 + b2 € x =a — Va2 + p2 (Figural). As
expressfes dentro dos radicais podem ser resolvidas por triangulos retangulos.

Entretanto, a expressad x — q — v/gq2 + p2 NA0 € possivel de ser construida pois

a < Va? + b2

Figura 1: Resolugéo da expresséo x2 — 2ax = b2

4
Embora o livro tenha sido publicado em 1805, analisamos a 52 edi¢éo publicada em 1813.
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a+ va?+ b?

Fonte: Elaborada pelos autores

Mas, a equacédo poderia ser escrita da seguinte forma:

x(2a — x) = b2(Figura 2). E teriamos, portanto, uma média geométrica onde uma

circunferéncia de raio g circunscreve um triangulo retangulo cuja a altura relativa a
hipotenusa mede p e hipotenusa 2a.

Figura 2: Media geomeétrica x(2q — x) = b?

Fonte: Elaborada pelos autores

Ao resolver o problema de forma algébrica ele conclui:

As construcdes geométricas devem ser consideradas apenas como
um meio as vezes elegante de representar as solucdes de
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problemas, e ndo como um procedimento rigoroso para encontrar
seus valores numéricos. (BIOT, 1813, p. vj, tradugdo nossa).

Como Lacroix, ele dissocia a resolucdo do problema da construcéo
geomeétrica da figura. Inegavelmente, a obra de Lacroix serd um modelo e uma
referéncia. A aplicacdo da &lgebra a geometria é agora considerada um ramo da
matematica por direito proprio.

Assim, o despertar do séc. XIX tem como abordagem principal em
Geometria a Andlise, ou seja, 0 que podemos denominar em nosso trabalho de

Geometria Analitica.

ASCENSAO DA ANALISE GEOMETRICA

A Analise Geométrica, ou seja, que consistem em um raciocinio sobre
nocdes proprias da geometria e sem recorrer as equacdes da algebra, estiveram
menos em evidéncia apos o trabalho de René Descartes (1596 — 1650) até o fim
do séc. XVIIl, mas, encontram, apo0s a Revolugdo, um certo vigor no ensino, em
particular sob o impulso decisivo de Gaspard Monge (1746-1818) e 0 ensino de sua
Geometria Descritiva. Seguindo-o, outros gedmetras estabeleceram novos
resultados por métodos geométricos, em alguns casos superando a analise
algébrica. Para isso, inventam novas no¢cdes como transversais, pélos e polares,
eixos radicais, retas ideais ou imaginarias. Esses resultados sédo divulgados através
dos trabalhos de Monge, Servois (1768-1847), Carnot (1753-1823) e Poncelet
(1788-1867), entre outros. Em publicacdes como o Journal de [I'Ecole
polytechnique, a Correspondance sur I'école Polytechnique e os Annales de
Mathématiques pures et appliquées.

Poncelet ira designar todas essas iniciativas, que renovam e atualizam a
geometria, de Géométrie rationnelle. Em seu Tratado de 1822, constréi uma
alternativa essencialmente mais geométrica do que o “método das coordenadas”,
ou seja, podemos dizer que seu trabalho € predominantemente de uma Geometria
Sintética em oposicdo a uma Geometria Analitica, por meio de novas concepcdes
de processos geométricos e um recurso sistematico a projecao.

Vamos especificar as contribuicdes dessa geometria racional, no inicio do

séc. XIX, pelo estudo da Géométrie Descriptive de Gaspard Monge, a Géométrie
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de position de Lazare Carnot, as Solutions peu connues de Joseph Servois e
sobretudo o Traité des propriétés projectives des figures de Jean-Victor Poncelet.

Em um segundo momento, buscaremos a presenca dessa geometria
racional no ensino. Antecipadamente, podemos dizer que a encontramos menos no
ensino classico do ensino médio e superior e mais na educacao industrial, onde os
trabalhos de ensino de geometria de Claude Lucien Bergery em 1826 e de Etienne
Bobillier em 1837 incorporam muitos elementos. Isso nos indica a grande
praticidade de tal Geometria, cuja aplicacao direta € na Mecanica. Assim, ndo é
coincidéncia Poncelet ter recebido um prémio da Academie de Sciences de Paris
pelo desenvolvimento de turbinas hidraulicas e posteriormente ter ocupado a
cadeira de Mecanica da Academie.

Vamos analisar as obras do periodo anterior a 1822, para que possamos
ilustrar 0os novos conceitos introduzidos na geometria no primeiro quarto do século
XIX. Escritos por gebmetras, que sao figuras emblematicas desta nova geometria,

mostram novas abordagens e suas aplicacdes na resolucao de problemas.

A GEOMETRIA DESCRITIVA DE MONGE (1799)

O curso de Gaspard Monge foi publicado, primeiro no Journal de I'Ecole
polytechnique, depois em obra propria. Esta teoria possui um grande apelo aos
artesdos, descrevendo 0s processos que permitem representar em dois planos
perpendiculares as projecdes das figuras do espaco, também oferece um meio de
descobrir e demonstrar certas propriedades dessas figuras. Os raciocinios
empregados na geometria descritiva sdo geométricos no sentido de que sao
ditados pela visualizac&o da figura e pelos movimentos de suas partes no espaco.
Esses raciocinios sdo baseados nas proposicées da geometria elementar e nédo
recorrem a algebra. Portanto, ndo ha métrica neste processo.

A difusdo das ideias de Monge foi assegurada pelos seus numerosos
trabalhos de ensino, primeiro na Ecole du génie de Méziéres, depois na Ecole
Normale e sobretudo na Ecole Polytechnique, onde a geometria descritiva sera
leccionada ao longo do séc. XIX.

O objetivo da Geometria Descritiva é possibilitar calculos esteriométricos

através de calculos planimétricos. S8o duas projecdes cilindricas (sistema bi-
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projetivo) do objeto tridimensional em dois planos perpendiculares, um dos quais é
rebatido sobre o plano do outro.

O livro de Monge se constitui em uma série de tais questbes, baseadas em
construir as projecdes planas de certos arranjos de figuras no espaco, ou seja, uma
lista organizada de problemas de constru¢cdes com régua e compasso. A sua
resolucéo envolve um raciocinio geométrico que exige uma grande capacidade de
visualizacdo da figura, que o leitor ndo possui a sua frente, devido a sua
tridimensionalidade.

Monge escolhe um modo de exposi¢cdo de sua geometria descritiva como
respostas sucessivas a perguntas, que sdo sobre constru¢cbes com régua e
compasso. Esta organizacdo confere um lugar primordial a resolucéo de problemas
de construgéo.

Sem privilegiar uma em relagdo a outra, o autor defende a
complementaridade das duas abordagens, e a citacdo continua da seguinte forma:

N&o € sem objeto que aqui comparamos a geometria descritiva com
a algebra; essas duas ciéncias tém as rela¢cdes mais intimas. Nao
ha descricdo de geometria descritiva que ndo possa ser traduzida
em andlise; e quando as questdes nao incluem mais de trés
incognitas, cada operacdo analitica pode ser considerada como a
escrita de uma em geometria (MONGE, 1809, p. 16, traducao
nossa).

Assim, respondendo a pergunta: "Desenhe um plano tangente ao mesmo
tempo a trés esferas dadas de dimensdes e posicdao?" (MONGE, 1809, p. 53.),
Monge prova que, dados trés circulos em um plano, os trés pontos de intersecéo
das duas tangentes externas a dois desses circulos sdo colineares. A
demonstracao € obtida da seguinte maneira:

Considere a sec¢do das trés esferas pelo plano de seus trés centros, isso €
possivel, pois existe um unico plano definido pelos trés centros. Agora, um plano
tangente as trés esferas também é tangente aos trés cones tangentes duas a duas
as esferas e, portanto, contém os trés vértices desses cones que estdo na
intersecdo dos dois planos tangentes as trés esferas. Assim, a reta de interseccao
dos dois planos tangentes contém os trés vértices, ou seja, estes pontos séo

colineares.
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INSUFICIENCIAS DA ANALISE ALGEBRICA POR CARNOT

Em Géométrie de position, Carnot destaca certas deficiéncias da analise
algébrica. Ela opera um trabalho algébrico sobre as equac¢des desvinculadas de
qualquer sentido geométrico, opera sobre “seres de razao” cuja existéncia ndo é
tangivel, a saber, quantidades negativas e quantidades imaginarias. Se Carnot
reconhece a imensa eficacia da andlise, cujos resultados foram confirmados pela
pratica, ele mostra em varios exemplos muito simples como isso leva a
inconsisténcias; aqui ela introduz solugdes estranhas, ali certas solugdes reais Ihe
escapam.

N&o questiona o uso da algebra como escrita abreviada do raciocinio,
desde que esses escritos representem objetos reais. Ele quer "justificar esse uso
feito pela andlise de quantidades absurdas em si mesmas"”, restabelecendo uma
"cadeia de verdades sensiveis" seguindo a "cadeia de verdades hieroglificas"
(CARNOT,1803, p. 12.) da analise, da qual apenas o valor heuristico é reconhecido.

No que diz respeito as quantidades negativas, Carnot rejeita as duas
interpretacbes que, segundo ele, receberam. A primeira € que uma quantidade

negativa € menor que zero. O argumento se baseia na propor¢do 1 _

-1
1

Se a nogao contestada fosse exata, isto é, se -1 fosse menor que
0, com mais razao seria menor que 1; portanto, o segundo termo
dessa proporcdo seria menor que o0 primeiro; portanto, o quarto
deve ser menor que o terceiro; ou seja, 1 deve ser menor que —1;

portanto —1 seria menor e maior que 1; 0 que é contraditério.
(CARNOT, 1803, p. vj — vij, traducdo nossa)

A segunda interpretacao possivel de quantidades negativas é que elas séao
tomadas no sentido oposto das positivas. Carnot contradiz essa interpretacéo
apresentando o exemplo da figura 3. Trata-se de tracar uma reta secante a um
circulo, de um ponto K dado, de tal forma que a corda determinada no circulo seja
de medida ¢ dada (CARNOT, 1803, p. vij).

Figura 3: Contradi¢cdo na simetria de nimeros negativos e positivos.
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Potg = a.b=z(x +c)

Fonte: Elaborada pelos autores

O segmento AB designando o diametro da circunferéncia de circulo que,
prolongado, passa por K, ele define KA = a, KB = b, mm’' = ¢, Km = x, €
termina com a equagdo ab = x(c¢ + x) cuja resolucdo por algebra fornece dois
valores para x:

_—ci\/c2+ab
B 2

X

Esses dois valores um positivo e outro negativo, sdo iguais, em valor
absoluto, aos dois comprimentos Km € Km'. Carnot observa que as duas raizes
da equacdo, embora sejam uma positiva e a outra negativa, ambas devem ser
tomadas na mesma direcdo em relacdo ao ponto fixo K. Assim, a ideia segundo a
gual quantidades negativas devem ser tomadas no sentido oposto de positivo &
desqualificada. Carnot multiplica exemplos desse tipo para convencer o leitor da
"contradicdo em que caem aqueles que sustentam a existéncia real de quantidades

negativas".

AS SOLUCOES POUCO CONHECIDAS DE SERVOIS (1805)
Francois Joseph Servois (1768-1847) foi notado por Legendre e designado

em 1801 para o ensino de mateméatica nas Escolas de Artilharia em Besancon,
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depois muito rapidamente em Chalons-sur-Marne e Metz. Foi neste periodo que
escreveu o Solutions peu connues de différents problémes de Géométrie pratique.
Obra dividida entre uma parte tedrica, que apresenta propostas relativamente
novas para a geometria das figuras, e uma parte contendo dezesseis problemas de
construcéo, que aplicam as teorias anteriores.

A originalidade do trabalho de Servois reside no fato das exigéncias das
manobras no campo militar, utilizarem apenas dois instrumentos para as
construgdes, nomeadamente as estacas e a corda, respectivamente para efetuar
alinhamentos e reportar comprimentos. No papel, consiste em fazer construgcdes
utilizando apenas a régua e, quando necessario, reportar comprimentos. Servois
cita como fontes os trabalhos de Lorenzo Mascheroni, Carnot, Monge.

Vejamos como determinar as entradas da construcédo de um tunel de tal
forma que estejam alinhados com a estrada, ou seja, a estrada termina em um
ponto da montanha e desejo saber o ponto de saida para manter o alinhamento e,

também, para iniciar a escavacao pelos dois lados simultaneamente:

B(C sdo dois pontos na estrada cuja extensdo procuramos: em um
ponto 4, fora da reta, e de onde podemos ver B e ¢, coloque uma
“estaca”. Coloque no segmento AB uma "estaca" p, depois uma
terceira "estaca", E, em Ac¢, de modo que o alinhamento pDE passe
sobre o obstaculo @ que oculta a estrada definida pelos pontos B e
¢ . Coloque uma quarta “estaca” F , intersecdo dos dois
alinhamentos BE, ¢D. Coloque uma quinta “estaca” G sobre AF,
depois uma sexta M em BG € AB, depois uma sétima N em DG €
Ac, finalmente, coloque uma oitava, H, em conjunto com o0s dois
alinhamentos DE e MN. Esta (ltima "estaca" estara na extensao de
BC (SERVOIS, 1805, p. 31, traducdo nossa).

A justificativa desta construcdo é deduzida da concorréncia das retas BC,
DE € MN no ponto H.

Figura 4: Determinacg&o do ponto H.
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Fonte: Elaborada pelos autores

Ele ira introduzir a ideia de p6lo de uma reta em relacéo a uma cbnica no
primeiro volume dos Annales de mathématiques pures et appliquées:

Atribuindo-se uma reta e uma curva de segunda ordem, chamo pdlo
da reta o ponto [...] em torno do qual giram todas as cordas dos
pontos de contato dos pares de tangentes a curva dos diferentes
pontos da reta (SERVOIS, 1810-1811, p. 337-341, traducdo nossa).

Aqui Servois estd nomeando um ente geométrico que ja era conhecido por outros
gebmetras. Vejamos a identificacdo na figura 5.

Figura 5: P6lo de uma reta em relacéo a conica.

curva de grau dorx

Fonte: Elaborada pelos autores
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AS PROPRIEDADES PROJETIVAS DAS FIGURAS DE PONCELET (1822)

Jean-Victor Poncelet (1788-1867), politécnico e militar, registra em seu
Traité des propriétés projectives des figures de 1822 os resultados de suas
pesquisas realizadas enquanto estava cativo em Saratoff apdés a campanha da
Russia. Ao retornar a Franca, ap6s o acordo de paz em 1814, faz carreira como
professor de mecénica na Escola de Artilharia e Engenharia de Metz,
posteriormente, jA em Paris, na Faculdade de Ciéncias de Paris.

Observem que, como ja citado anteriormente, Poncelet denomina de
Geometria Racional os processos desenvolvidos por ele em seu trabalho e que
consiste em uma geometria da qual a Mecanica se apropria. Nao por coincidéncia,
Poncelet sera instrutor de mecéanica na Escola de aplicacdo de Metz, depois
ocuparda a cadeira de mecanica na Academia de ciéncias de Paris e mais tarde sera
professor na Sorbonne, exatamente na aplicabilidade da geometria a mecanica.

No Tratado, ele quer tornar a geometria "[...Jindependente da analise
algébrica” (PONCELET, 1822, Introducédo, p. xix). Nao porque considere que a
primeira tenha alguma vantagem sobre a segunda, mas porgue "cada uma dessas
duas ciéncias tem meios especificos e ndo poderia, sem grande prejuizo para o
avancgo da ciéncia, cultivar uma sem a outra” (PONCELET,1817-1818, p. 143.). Ele
descreve as vantagens que a analise algébrica possui em comparacdo com a

geometria racional:

Enguanto a geometria analitica oferece, por seu proprio curso,
meios gerais e uniformes para proceder a solucdo das questdes
gue surgem, a busca das propriedades das figuras; enquanto ela
chega a resultados cuja generalidade é sem limites, a outra
[geometria racional] procede por acaso; seu progresso depende
inteiramente da sagacidade de quem o0 emprega, e seus resultados
sdo quase sempre limitados ao estado particular da figura em
guestdo. Através dos esforgos sucessivos dos gedmetras,
verdades particulares se multiplicaram sem cessar, mas raramente
aconteceu que o método e a teoria geral tenham ganhado com isso.
(PONCELET, 1822, p. xix, traduc@o nossa).

A questdo de saber o que constitui o “poder da andlise algébrica”
(PONCELET, 1822, p. xx), Poncelet responde que a generalidade dos resultados
desta ultima é consequéncia do uso que ela faz de “caracteristicas que nao tém

valor por si mesmas”, esses “seres de razao, que parecem prerrogativa exclusiva
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da Algebra”. Ao contrario de Carnot, que rejeita sua validade nas provas, Poncelet
quer construir nogdes que teriam um papel equivalente em geometria ao de “seres

de razado” em algebra:

Se fosse possivel aplicar-lhe o raciocinio implicito,
desconsiderando a figura [...], a Geometria ordinaria, sem por isso
empregar os célculos e os sinais da Algebra, provaria, em muitos
aspectos, rival da Geometria Analitica (PONCELET, 1822, p. xxii,
traducéo nossa).

Esse raciocinio implicito se aplica a no¢gées como pontos no infinito, bem
como as novas noc¢des de elementos ideais e imaginarios na figura. Por exemplo,
Poncelet apresenta uma curva de segunda ordem ¢ com uma secante MN € seu
diametro conjugado AB (lugar geomeétrico dos pontos médios das cordas de
mesma direcdo). Entdo o diametro AB intersecta a corda MN em seu ponto medio
0, as tangentes a curva em M e N se encontram em um ponto Q' do diametro, e 0
e 0’ sdo conjugados em relacdo a 4 e B, ou seja, temos a proporcadoA0.A40’' =
BO.BO'. Essa Ultima relacdo o leva a perceber que os pontos 0 e Q' podem ser
definidos mesmo quando a reta MN néo intersecta a curva ¢. Neste caso, essa reta
€ chamada de secante ideal, e seus pontos de interseccdo com a curva sao ditos
imaginarios. A eficacia dessas noc¢des é garantida pelo principio da continuidade,

cuja afirmacao é:

Consideremos qualquer figura, em uma posicao geral e de algum
modo indeterminada, entre todas as que ela pode assumir sem
violar as leis, as condi¢gbes, a conexdo que subsiste entre as varias
partes do sistema[...] ndo é Obvio que as propriedades e as
relacdes, encontradas para o primeiro sistema, permanecerao
aplicaveis aos estados sucessivos deste sistema, desde que se
levem em conta as modifica¢cdes particulares que poderdo ocorrer
la, como quando certas grandezas terdo desaparecido, terdo
mudado de significado ou de sinal, etc., modificag6es que sempre
serdo faceis de reconhecer a priori, € por regras seguras
(PONCELET,1822, p. xxii, tradugdo nossa) ?

Poncelet apresenta os pontos 4, B, 0,0’ , na figura 6, distribuidos harmonicamente, de tal

forma que 4, B € conjugado harmonico de 0, 0’

Figura 6: AB € 00’ sdo conjugados harmoénicos
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Fonte: Elaborada pelos autores

Dotada de tais meios gerais, a geometria ainda precisa de um “método

direto e uniforme” que encontra no método das projegoes:

Dois meios gerais, igualmente poderosos, se apresentam para
aperfeicoar a geometria racional: um que consiste em estender o
objeto das concepc¢des desta Geometria por meio do principio da
continuidade, o outro que pde em uso 0s principios da doutrina das
projecbes para proceder, por um caminhar rapido e livre de
hesitacdes, na busca de verdades geométricas (PONCELET, 1822,
p. Xxji, traducéo nossa).

A doutrina das projecdes geométricas supde a distingcdo das propriedades

das figuras que subsistem pela projecdo, que Poncelet designa sob o nome de

“propriedades projetivas”, e que dao origem a um método de demonstragéo:

Querendo estabelecer um [...] em uma dada figura, basta mostrar
gue ela vale para qualquer uma de suas projecdes. Ora, entre todas
as projecdes possiveis desta figura, podem existir algumas que se
reduzem a circunstancias mais simples, e sobre as quais a
demonstragdo ou a pesquisa que se propde se torna de primeira
facilidade (PONCELET, 1822, p. 51, tradug&o nossa).

A projecao considerada € quase sempre conica ou central. Ela "obviamente
nao muda nem a correlacdo, nem o grau ou ordem da figura primitiva, nem, em
geral, qualquer tipo de dependéncia grafica entre as partes dessa figura, que se

referiria apenas a direcdo indefinida das retas, sua interseccdo mutua, seus
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contatos etc (PONCELET, 1822, p. 4.). Essas primeiras propriedades projetivas séo
chamadas de “disposig¢ao ou graficas”.

Vejamos como Poncelet procede no exemplo da busca das propriedades
de quadrilateros inscritos e circunscritos a uma conica. Ele provou que a figura
formada por uma conica e uma reta, quaisquer que sejam, pode ser considerada a
projecao de um circulo e a reta do infinito. Ele aplica esse principio a cénica dada
e a reta que une os pontos de encontro dos lados opostos do quadrilatero inscrito.
O quadrilatero inscrito no circulo tem lados opostos que se encontram no infinito,
ou seja, paralelos, portanto € um retangulo, e o quadrilatero circunscrito é um
losango.

Desta forma expde Poncelet em seu Tratado:

Se inscrevermos, em uma sec¢do cobnica, qualquer quadrilatero
ABCD, e se circunscrevermos a ele outro abcd, cujos lados tocam
a curva nos vértices do primeiro,

1. As quatro diagonais desses dois quadrilateros se cruzardo no
mesmo ponto P.

2. Os pontos de intersecao, [ € M, [ € m, dos lados opostos do
quadrilatero inscrito e do quadrilatero circunscrito, serdo todos os
quatro dispostos na mesma reta polar de P (PONCELET, 1822, p.
10, traducao nossa).

Na figura 6, mais simples (primitiva), observa-se que as quatro diagonais
dos dois quadrilateros sdo concorrentes, ou que os lados opostos dos dois
guadrilateros séo paralelos, ou seja, concorrentes em um ponto da reta no infinito.
Sendo essas propriedades projetivas, elas permanecem verdadeiras na figura 7

(transformada).

Figura 6: Primitiva Figura 7: Transformada

] A

e

adl ar . M
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Fonte: Elaborada pelos autores

A extensdo das concepcbes geométricas, aqui pelo uso de pontos no
infinito, aliada ao uso de uma projecao adequada, permitem a Poncelet demonstrar
as propriedades da figura. Além das propriedades graficas de colinearidade,
contato, intersecdo, etc., Poncelet também procura propriedades métricas que

sejam projetivas.

CONCLUSAO

No primeiro terco do século XIX surgiu um interesse renovado pelos
métodos geomeétricos, que foram intensificados e acompanhados pela introducao
de novas nogoes.

Monge, com a Geometria Descritiva, declina sobre problemas de
construcdo geometrica que estimulam a visualizacéo da figura e dao origem a um
meétodo de invencgao.

Carnot, na Geometria da Posicao, estabelece, em resposta ao que chama
de "problemas gerais", muitas relacfes entre as partes das figuras, concebidas
como conjuntos moéveis de retas. Esses relacionamentos se mostraram frutiferos
na resolucdo de problemas.

Servois, nas Solu¢des Pouco Conhecidas, aprofunda certas proposicoes
da obra de Carnot e delas extrai as solucbes de uma série de problemas na
geometria da régua.

Por fim, Poncelet, em seu Tratado sobre as propriedades projetivas das
figuras, estende as concepc¢des da geometria aos pontos no infinito e aos
elementos ideais e imaginarios, e institui um frutifero método de invencao através
do uso da projecéao conica. Para isso, busca sistematicamente as propriedades das
figuras preservadas por projecéo, as propriedades "projetivas"”.

Assim, observamos que, ha entre alguns Matematicos no inicio do séc. XIX,

uma busca por retomar a visualizagdo da figura em Geometria. Essas novas
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nocdes, que esses gedmetras apresentam, dardo a Geometria Sintética um impulso

gue a tornard um método téo forte quanto a Geometria Analitica.
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